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A k¶eszp¶enz-optimaliz¶al¶as az oper¶aci¶okutat¶as r¶eg¶ota kutatott terÄulete. Ebben
a cikkben val¶os adatokon mutatok be egy banki k¶eszp¶enz-optimaliz¶al¶ast,
melyet line¶aris programoz¶asi feladatok seg¶³ts¶eg¶evel v¶egeztem el. A cikkben
Äosszehasonl¶³tottam a determinisztikus ¶es a sztochasztikus megkÄozel¶³t¶eseket is.
A hagyom¶anyos k¶eszp¶enz-optimaliz¶aci¶on k¶et terÄuleten l¶eptem t¶ul: egyr¶eszt
vizsg¶altam a bank¯¶ok valutagazd¶alkod¶as¶at is, m¶asr¶eszr}ol a bank¯¶okok kÄozÄotti
k¶eszp¶enzsz¶all¶³t¶as lehet}os¶eg¶et is. A vegyes eg¶esz¶ert¶ek}u line¶aris programoz¶asi
feladatok megold¶as¶ara a glpk nev}u szabad hozz¶af¶er¶es}u szoftvert haszn¶altam,
¶³gy a cikkb}ol k¶epet kaphatunk a megold¶o (solver) felhaszn¶alhat¶os¶ag¶ar¶ol ¶es
korl¶atair¶ol is.
1 Bevezet¶es
A k¶eszp¶enz-optimaliz¶al¶as az oper¶aci¶okutat¶as egyik sokat kutatott terÄulete.
A dÄont¶eshoz¶onak szÄuks¶ege van k¶eszp¶enzre mindennapi feladatai ell¶at¶as¶ara.
Amennyiben a dÄont¶eshoz¶o k¶eszp¶enzt tart, akkor ezen vagyonr¶esz hozam¶ar¶ol
le kell mondania. A k¶eszp¶enzhez jut¶as viszont tranzakci¶os kÄolts¶eggel j¶ar. Ha
a k¶eszp¶enz¶allom¶any t¶ul magas, akkor az elvesz¶³tett kamat jelent probl¶em¶at,
ha pedig kev¶es k¶eszp¶enzt tart a dÄont¶eshoz¶o, akkor a k¶eszp¶enzhez jut¶as tran-
zakci¶os kÄolts¶egei lesznek magasak.
A t¶emakÄor kiindul¶asi pontj¶anak Baumol (1952) tekinthet}o. Az }o eset¶eben
a dÄont¶eshoz¶o mag¶anszem¶ely (¶es nem v¶allalat). A kÄornyezet determinisztikus:
a fogyaszt¶as konstans ¶es el}ore rÄogz¶³tett, amit}ol nem t¶er el a t¶enyleges ¶ert¶ek
sem. Fontos megjegyezni, hogy a probl¶em¶at nem oper¶aci¶okutat¶asi szem-
pontb¶ol vizsg¶alta; az }o ¶erdekl}od¶es¶enek kÄoz¶eppontj¶aban a p¶enzkereslet ¶allt.
Miller ¶es Orr (1966) vizsg¶alatai kÄoz¶eppontj¶aban m¶eg mindig a p¶enzkereslet
¶allt. CikkÄukben a dÄont¶eshoz¶o m¶ar nem mag¶anszem¶ely, hanem v¶allalat, ¶es
a kÄornyezet is realisztikusabb: a k¶eszp¶enz szÄuks¶eglet nem konstans ¶es nem
is determinisztikus. A probl¶em¶at }ok is analitikus eszkÄozÄokkel kezelik. A
k¶eszp¶enz optimaliz¶al¶ast line¶aris programoz¶asi feladatk¶ent ¶³rja fel Eppen ¶es
Fama (1968). A probl¶em¶at Markov-l¶anc modellel kezelik, ami stacion¶arius
id}osort felt¶etelez. A k¶es}obbiekben is sz¶amos tanulm¶any foglalkozott a k¶esz-
p¶enzoptimaliz¶al¶as t¶emakÄor¶evel: (a teljess¶eg ig¶enye n¶elkÄul) (Bar-Ilan, Perry
¶es Stadje, 2004), (Elton ¶es Gruber, 1974), (Heyman, 1973), (Simutis, 2007),
(Yao, Chen ¶es Lu, 2006), (Snellmana ¶es Virenb, 2009).
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Magyar nyelven Havran D¶aniel tanulm¶anya (Havran, 2008) mutatja be a
k¶eszp¶enzoptimaliz¶al¶ast a Magyar Posta p¶eld¶aj¶an keresztÄul.
2 A feladat bemutat¶asa
Az OTP Bank Nyrt. v¶allalatn¶al 2008/09 ¶evben ¯¶oki k¶eszp¶enzoptimaliz¶aci¶os
projekt zajlott. A projekt eredm¶enyeit az Apoll¶o nev}u rendszer ¯¶oki modul-
j¶aban implement¶alt¶ak. A cikk meg¶³r¶as¶at a projekt sor¶an megfogalmaz¶odott
probl¶em¶ak inspir¶alt¶ak, a bemutatott eredm¶enyek val¶os adatokon alapulnak,
de ennek ellen¶ere a cikk nem az implement¶alt rendszert ismerteti.
A kereskedelmi bankok tipikusan jelent}os ¯¶okh¶al¶ozattal rendelkeznek, me-
lyek az ¶atutal¶asok mellett nem csek¶ely k¶eszp¶enzforgalmat is lebonyol¶³tanak.
A banknak biztos¶³tani kell ¯¶okh¶al¶ozat¶anak k¶eszp¶enzzel tÄort¶en}o ell¶at¶as¶at. A
¯¶okok k¶eszp¶enzzel tÄort¶en}o ell¶at¶asa nem mentes a kÄolts¶egekt}ol, ¶³gy szerep jut
az optimaliz¶al¶asnak.
A k¶eszp¶enz sz¶all¶³t¶as¶anak van ¯x kÄolts¶ege ¶es ¶altal¶aban a sz¶all¶³t¶o c¶eg fel-
sz¶amol egy csek¶ely h¶anyadot (p¶ar tized ezrel¶eket) a p¶enz kezel¶es¶e¶ert. Ezzel
szemben ¶all a nem realiz¶alt hozam: a p¶enzt¶arban l¶ev}o k¶eszp¶enz¶allom¶any nem
kamatozik, amely Äosszeget realiz¶alni tudn¶a a bank, ha a p¶enz befektet¶esre
kerÄult volna.
A probl¶ema tipikusnak is mondhat¶o: min¶el tÄobbszÄor rendel a ¯¶ok p¶enz-
sz¶all¶³t¶o aut¶ot a tranzakci¶os kÄolts¶eg ann¶al nagyobb lesz, viszont a nem realiz¶alt
hozam kicsi. Ford¶³tva: ha kevesebbszer rendel p¶enzsz¶all¶³t¶o aut¶ot a bank¯¶ok
(¶³gy kicsi lesz a tranzakci¶os kÄolts¶eg, de nagyobb mennyis¶eg}u k¶eszp¶enz¶allo-
m¶annyal kell rendelkezni), akkor nagyobb lesz a nem realiz¶alt hozam.
Probl¶ema ezen felÄul m¶eg abb¶ol is ad¶odik, hogy a napi forgalmakat nem
tudjuk pontosan, a forgalomr¶ol csak becsl¶essel rendelkezÄunk, amely term¶e-
szet¶eb}ol ad¶od¶oan bizonytalan. Teh¶at a kÄolts¶egeket ¶ugy kell a lehet}o leg-
alacsonyabb szinten tartani, hogy (egy el}ore adott) nagy val¶osz¶³n}us¶eggel az
Äugyfeleket ki tudjuk szolg¶alni.
A banki folyamat modellje a kÄovetkez}o: p¶enzsz¶all¶³t¶o aut¶o mindig a nap
v¶eg¶en ¶erkezik, ha reggel az aut¶o ¶erkez¶es¶et ig¶enyelt¶ek. A sz¶all¶³tand¶o k¶eszp¶enz
mennyis¶eg¶et is m¶ar reggel (nyit¶askor) meg kell mondani, b¶ar az aznapi t¶eny-
leges forgalom m¶eg nem ismert. A kor¶abbi tapasztalatok vagy a bank bels}o
modellje alapj¶an rendelkez¶esre ¶all egy becsl¶es a v¶arhat¶o forgalomra (amely
lehet negat¶³v is, pozit¶³v is). Ezen becsÄult forgalom alapj¶an fut le az optima-
liz¶aci¶o.
A vizsg¶alt id}oszakra nem csak a becsl¶es ¶all rendelkez¶esre, hanem a t¶eny-
leges forgalmak is (mivel m¶ultbeli id}oszakr¶ol van sz¶o), az optimaliz¶aci¶o m}ukÄo-
d¶es¶et a t¶enyleges adatokon lehet tesztelni. A tesztel¶es sor¶an ¶un. cs¶usz¶oablakos
(rolling horizon) technik¶at fogok alkalmazni. A nap eleji nyit¶ok¶eszlethez
hozz¶aadom az aznapi t¶enyleges forgalmat ¶es a modell ¶altal aznapra java-
solt p¶enzfelv¶etelt ¶es besz¶all¶³t¶ast, ¶³gy megkapom az aznapi z¶ar¶o k¶eszletet.
A kÄovetkez}o optimaliz¶aci¶ot a friss¶³tett becsl¶essel ¶es a tov¶abbsz¶amolt nyit¶o
k¶eszlettel v¶egzem. Figyelembe v¶eve a z¶ar¶o ¶allom¶anyt, tov¶abb¶a kisz¶am¶³tva
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a p¶enz ki- ¶es besz¶all¶³t¶as t¶enyleges kÄolts¶egeit, megkapok egy (modellezett)
ÄosszkÄolts¶eget a vizsg¶alt id}oszakra.
3 A bank¯¶oki adatok vizsg¶alata
Induljunk ki abb¶ol, hogy becsl¶essel rendelkezÄunk a napi forgalmakr¶ol, il-
letve annak sz¶or¶as¶ar¶ol. A vizsg¶alt negyed¶evre rendelkez¶esre ¶allnak m¶ar a
t¶enyleges adatok is, ¶³gy a becsl¶es j¶os¶ag¶at is vizsg¶alni lehet. A becsl¶es j¶os¶ag¶at
a szok¶asos m¶odszerrel m¶ertem le: a kÄovetkez}o napi becsÄult ¶ert¶ek ¶es a t¶enyleges
¶ert¶ek kÄulÄonbs¶eg¶et vettem, ezek n¶egyzet¶et Äosszegeztem a negyed¶evre (SSE).
Ezut¶an vettem az az i-edik napi t¶enyleges ¶ert¶eknek a negyed¶evi ¶atlagt¶ol
vett kÄulÄonbs¶eg¶et, ¶es ezek n¶egyzet¶et Äosszegeztem a negyed¶evre (SST). A k¶et
Äosszeget egym¶assal elosztva, ¶es egyb}ol levolva (1-SSE/SST) kapjuk az R2
mutat¶osz¶amot, amely az illeszked¶es j¶os¶ag¶at m¶eri regresszi¶os modell eset¶en2.
Bank¯¶ok K¶eszp¶enzforgalom Relat¶³v Becsl¶es
¶atlaga sz¶or¶asa sz¶or¶as illeszked¶ese (R2)
Fi¶ok 1 -35807 21088 0,59 -0,12
Fi¶ok 2 -49626 32535 0,66 -0,04
Fi¶ok 3 381,1 1833 4,81 -0,36
Fi¶ok 4 -21559 23918 1,11 0,12
Fi¶ok 5 30695 19020 0,62 0,19
Fi¶ok 6 -305 9598 31,45 0,09
1. t¶abl¶azat. A bank¯¶okok jellemz}oi
A cikk sor¶an 6 kÄulÄonbÄoz}o bank¯¶ok eredm¶enyeit mutatom be. Az 1. t¶abl¶azat
a bank¯¶okokr¶ol mutat Äosszefoglal¶o adatokat. Az els}o oszlop az ¶atlagos napi
k¶eszp¶enzforgalom egyenleg¶et adja meg ezer forintban. Ennek pozit¶³v ¶ert¶eke
azt jelenti, hogy (Äosszess¶eg¶eben) az Äugyfelek helyeznek el k¶eszp¶enzt a bank-
sz¶aml¶ainkon, teh¶at a k¶eszp¶enz gy}ulik a bank¯¶okban, amire be¯zet¶esk¶ent
fogok hivatkozni a k¶es}obbiekben. Ennek ellent¶ete a bank¯¶ok sz¶am¶ara ki-
¯zet¶es, amikor az Äugyfelek felvesznek k¶eszp¶enz a sz¶aml¶ajukr¶ol, teh¶at fogy a
bank¯¶ok k¶eszp¶enz¶allom¶anya. A m¶asodik oszlop a forgalom sz¶or¶as¶at mutatja,
a harmadik a relat¶³v sz¶or¶ast, a negyedik R2 mutat¶oj¶anak ¶ert¶ek¶et az adott
bank¯¶okra. Az R2 mutat¶o negat¶³v ¶ert¶eke azt jelenti, hogy a becsÄult ¶es a
t¶enyleges ¶ert¶ek kÄulÄonbs¶ege jobban sz¶or¶odik, mint t¶enyleges ¶ert¶ek.
Egy-egy nap forgalm¶anak eloszl¶as¶ar¶ol ¶altal¶aban normalit¶ast szoktunk fel-
t¶etelezni. A norm¶alis eloszl¶as felt¶etelez¶es¶enek helyess¶eg¶et ¶ugy ellen}orzÄom,
hogy a becsl¶es hib¶aj¶at elosztom a becsÄult sz¶or¶assal. Ha helyt¶all¶o a norm¶alis
eloszl¶as felt¶etelez¶ese (¶es a becsl¶es), akkor ezeknek a h¶anyadosoknak szten-
derd norm¶alis eloszl¶ast kell kÄovetniÄuk. Ezen h¶anyadost a tov¶abbiakban 'nor-
maliz¶alt kÄulÄonbs¶eg'-nek h¶³vom. A 2. t¶abl¶azat a 'normaliz¶alt kÄulÄonbs¶eg'-ek
¶atlag¶at ¶es sz¶or¶as¶at mutatja.
2Az R2 mutat¶osz¶am levezet¶ese megtal¶alhat¶o a legtÄobb statisztika kÄonyvben, pl.: Hu-
nyadi, Mundrocz¶o ¶es Vita (1997) 643. oldal.
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Bank¯¶ok ¶Atlag Sz¶or¶as
Fi¶ok 1 0,51 2,01
Fi¶ok 2 0,26 1,86
Fi¶ok 3 0,06 1,85
Fi¶ok 4 0,23 1,50
Fi¶ok 5 0,44 1,38
Fi¶ok 6 0,25 1,85
ÄOsszesen 0,29 1,75
2. t¶abl¶azat. A becsl¶es normalit¶as¶anak vizsg¶alata:
'normaliz¶alt kÄulÄonbs¶eg'-ek.
1. ¶abra. Normaliz¶alt kÄulÄonbs¶eg'-ek hisztogramja
A 2. t¶abl¶azat adatai alapj¶an azt lehet l¶atni, hogy a 'normaliz¶alt kÄulÄonbs¶eg'-
ek nem sztenderd norm¶alis eloszl¶ast kÄovetnek. A v¶arhat¶o ¶ert¶ek nagyobb mint
0 (a szok¶asos szigni¯kancia szintek eset¶en szigni¯k¶ansan) ¶es a sz¶or¶as nagyobb,
mint 1, ami azt jelenti, hogy a becsÄult sz¶or¶asok alulbecsÄultek.
Az 1. ¶abra a 'normaliz¶alt kÄulÄonbs¶eg'-ek hisztogramj¶at mutatja. Az ¶abr¶an
j¶ol l¶atszik, hogy b¶ar az eloszl¶as nem sztenderd norm¶alis, m¶as param¶eter}u
(nem egys¶egnyi sz¶or¶as¶u) norm¶alis eloszl¶as nem t}unik elfogadhatatlannak,
b¶ar statisztikailag m¶eg mindig szigni¯k¶ans a kÄulÄonbs¶eg. Amennyiben 6 sza-
bads¶agfok¶u t-eloszl¶ast illesztÄunk (korrig¶alt sz¶or¶assal) a nulhipot¶ezist m¶ar
nem tudjuk visszautas¶³tani. Ez¶ert a modellez¶est elv¶egeztem mind norm¶alis
eloszl¶ast, mind 6 szabads¶agfok¶u t eloszl¶ast felt¶etelezve is.
Mint kor¶abban eml¶³tettem, a forgalom becsÄult ¶ert¶ekei, illetve a forgalom
becsÄult sz¶or¶asa az optimaliz¶aci¶o eset¶en adotts¶agok, a felt¶art hi¶anyoss¶agok
ellen¶ere is ezekkel az ¶ert¶ekekkel dolgoztam.
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4 A probl¶ema fel¶³r¶asa programoz¶asi feladatk¶ent
A bank¯¶okok eset¶en a k¶eszp¶enz-optimaliz¶aci¶o neh¶ezs¶eg¶et az adja, hogy a
jÄov}obeni forgalmak pontos ¶ert¶eke nem ismert. Amennyiben tÄok¶eletes el}ore-
l¶at¶as lehets¶eges lenne, akkor az optim¶alis k¶eszp¶enz rendel¶es ¶es besz¶all¶³t¶asok
m¶ert¶eke egy vegyes eg¶esz¶ert¶ek}u programoz¶asi feladat megold¶asak¶ent megkap-
hat¶o lenne. Az el}orejelz¶esÄunk azonban nem tÄok¶eletes, a jÄov}obeni forgalmakr¶ol
csak egy eloszl¶ast t¶etelezÄunk fel.
A bank¯¶oknak a k¶eszp¶enz ig¶enyt, illetve lead¶ast a nap elej¶en kell megren-
delni az el}oz}o napok realiz¶al¶odott forgalmi adatai ismeret¶eben, teh¶at a kÄovet-
kez}o napi dÄont¶esem fÄugg az aznapi forgalom t¶enyleges nagys¶ag¶at¶ol. Ilyen t¶³-
pus¶u probl¶em¶akat ¶un. szcen¶ari¶o f¶akkal3 lehet modellezni. A forgalom jÄov}obeli
alakul¶as¶at p¶ar kategoriz¶alt ¶ert¶ekkel szeml¶eltetem (pl.: kis forgalom eset¶en
1 000, nagy forgalom 20 000). Szcen¶ari¶o f¶at ¶ugy kapok, hogy a k¶eszp¶enz ren-
del¶es illetve besz¶all¶³t¶asi dÄont¶es meghozatala ut¶an az ¶agat tov¶abb ¶agaztatom
a kÄovetkez}o napi forgalom szerint. Szcen¶ari¶o f¶at mutat a 2. ¶abra. A dÄont¶esi
f¶an a teli kÄorÄok jelzik a dÄont¶esi szitu¶aci¶okat, az ezekb}ol kiindul¶o ¶elek pedig
jelzik a jÄov}o bizonytalans¶ag¶at. Az els}o napi dÄont¶est azel}ott kell meghoznom,
hogy az aznapi forgalmat ismern¶em. Viszont a kÄovetkez}o napi dÄont¶es m¶ar
kÄulÄonbÄozhet aszerint, hogy az els}o nap kicsi volt a forgalom, vagy nagy.
JelÄolje Ci1;:::;ij a j-edik nap eleji k¶eszp¶enz¶allom¶anyt valamely szcen¶ari¶o
eset¶en. Az i1; :::; ij ¶ert¶ekek hat¶arozz¶ak meg a szcen¶ari¶o f¶an belÄuli helyzetet.
JelÄolje ezen az ¶agon a j-edik napi (nap v¶egi) k¶eszp¶enzfelv¶etelt, illetve lead¶ast
Xi1;:::;ij ¶es Yi1;:::;ij . A p¶enz be- illetve kisz¶all¶³t¶ashoz ¯x kÄolts¶eg is tartozik,
ez¶ert bin¶aris v¶altoz¶okat is be kell vezetni a ¯x kÄolts¶egek modellez¶es¶ehez:
Di1;:::;ij illetve Ei1;:::;ij . D ¶es E v¶altoz¶ok 1 ¶ert¶eke azt jelenti, hogy tÄort¶enik
g¶epj¶arm}u rendel¶es, 0 ¶ert¶eke pedig azt, hogy nem.
TegyÄuk fel, hogy a j-edik napon a forgalom alakul¶as¶ara lj szcen¶ari¶ot
kÄulÄonbÄoztetÄunk meg4. JelÄolje ezeket az ¶ert¶ekeket rendre: fi1;:::;ij;1,..., fi1;:::;ij;lj .
3K¶eszp¶enz-optimaliz¶aci¶os feladatok eset¶en a legtÄobb szerz}o Markov modellt haszn¶al
(p¶eld¶aul Eppen ¶es Fama (1968)). ¶En elt¶erek a szok¶ast¶ol ¶es a sztochasztikus optimaliz¶al¶ast
szcen¶ari¶o f¶akkal fogom elv¶egezni. A Markov modell mellett sz¶ol¶o ¶erv, hogy a dÄont¶es
meghozatalakor nem sz¶am¶³t, hogy hogyan alakult ki a nap eleji nyit¶o k¶eszlet ¶ert¶ek, hanem
csak az, hogy mennyi az adott napon a k¶eszp¶enz¶allom¶any nyit¶o ¶ert¶eke. Markov modell el-
leni ¶erv viszont, hogy a Markov modell stacion¶arius id}osorok eset¶en eleg¶ans. A bank¯¶okok
(¶es kÄulÄonÄosen az ATM-ek) forgalma viszont nem stacion¶arius id}osorokkal irhat¶o le. P¶eld¶aul:
amennyiben h¶etv¶eg¶en is nyitva van a bank¯¶ok, a forgalom jelent}osen kisebb (vagy adott
esetben ak¶ar nagyobb is lehet), vagy ¯zet¶esnap kÄozel¶eben a forgalom jelent}osen nagyobb
lehet. A dÄont¶es meghozatalakor teh¶at nem tudunk csak az adott napra t¶amaszkodni,
hanem tÄobb napra el}ore kell tekinteni. A Markov modellt is ki lehet b}ov¶³teni ¶ugy, hogy
dÄont¶eskor tÄobb napot tekint el}ore, de jelent}osen csÄokkenti a modell egyszer}us¶eg¶et (¶es nÄoveli
a m¶eret¶et). Tov¶abb¶a a mi esetÄunkben nem egy dÄont¶esi szab¶aly meghat¶aroz¶asa a c¶el, hanem
konkr¶etan az ig¶enyelt vagy leadott k¶eszp¶enz mennyis¶ege. A Markov modell eset¶en az
¶allapotokat kategoriz¶alni kell a k¶eszp¶enz¶allom¶any z¶ar¶o ¶ert¶eke alapj¶an, ¶³gy az ig¶enyelt vagy
leadott k¶eszp¶enz mennyis¶ege is csak p¶ar kÄulÄonbÄoz}o ¶ert¶ek lehet.
4A feladat modellez¶ese sor¶an feltesszÄuk, hogy a j-edik napon minden szcen¶ari¶o eset¶en
ugyanannyi el¶agaz¶as lehets¶eges (az el¶agaz¶asok sz¶ama viszont kÄulÄonbÄozhet egyik napr¶ol a
m¶asikra). JelÄolje rendre l1, ..., lj az 1., ..., j. napon az el¶agaz¶asok sz¶am¶at. Ez az (l1; :::; lj )
egyÄuttes meghat¶arozza a szcen¶ari¶o f¶at. Pl.: (4 : 3 : 2) olyan szcen¶ari¶o f¶at jelent, ahol az
els}o nap 4-fel¶e ¶agazik a fa, a m¶asodikon 3-fel¶e, a harmadikon pedig 2-fel¶e. Ilyen szcen¶ari¶o
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2. ¶abra. P¶elda szcen¶ari¶o f¶ara
Ekkor a szcen¶ari¶o f¶anak ezen az ¶ag¶an a nap v¶egi ¶allom¶anyt megkaphatjuk
¶ugy, hogy a nyit¶o ¶allom¶anyhoz hozz¶aadjuk az aznapi forgalom egyik kate-
goriz¶alt ¶ert¶ek¶et plusz a rendelt k¶eszp¶enz¶allom¶anyt ¶es levonjuk a besz¶all¶³tott
k¶eszp¶enz mennyis¶eg¶et:
Ci1;::;ij + fi1;:::;ij ;ij+1 + Xi1;:::;ij ¡ Yi1;:::;ij = Ci1;:::;ij;ij+1 ; (1)
ahol 1 · ij+1 · lj.
Az lj lehets¶eges megval¶osul¶as eset¶en azt felt¶etelezem, hogy mindegyik
1
lj
val¶osz¶³n}us¶eggel kÄovetkezik be. JelÄolje ©(:) a felt¶etelezett eloszl¶as (norm¶alis
vagy t) eloszl¶asfÄuggv¶eny¶et, ©¡1(:) pedig ennek inverz¶et. Legyen 1 · ij+1 ·
lj! Ekkor:
fi1;:::;ij;ij+1 = f^j + ©
¡1
µ









f¶at mutat a 2. ¶abra.
K¶eszp¶enz optimaliz¶al¶as glpk program haszn¶alat¶aval 7
ahol f^j az j-edik napra a becsÄult forgalom, s^j pedig a forgalom becsÄult
sz¶or¶asa. P¶eld¶aul lj = 2 eset¶en az inverz s}ur}us¶egfÄuggv¶enyt a 0,25 ¶es 0,75
pontokban veszem.
A ¯x kÄolts¶egek modellez¶es¶ehez szÄuks¶eges egyenletek:
Xi1;:::;ij · pmkDi1;:::;ij ; (2)
illetve
Yi1;:::;ij · pmkEi1;:::;ij : (3)
A pmk param¶eter a ¯x kÄolts¶egek modellez¶es¶ehez szÄuks¶eges param¶eter. Jelen
esetben pmk param¶eter a p¶enzsz¶all¶³t¶o aut¶oban sz¶all¶³that¶o k¶eszp¶enz maxi-
mum¶at mutatja.
A szcen¶ari¶o fa ezen ¶ag¶an a j-edik nap kÄolts¶ege megkaphat¶o a kÄovetkez}o
m¶odon:








ahol c1, c2, c3, c4 ¶es cint kÄuls}o param¶eterek. A c1 illetve c2 param¶eter fejezi
ki az ig¶enyelt illetve leadott p¶enzmennyis¶eg (feldolgoz¶asi) kÄolts¶eg¶et, c3 ¶es c4
a p¶enz ki- illetve besz¶all¶³t¶as ¯x kÄolts¶ege (aut¶orendel¶es kÄolts¶ege), cint pedig a
napi kamatl¶ab.
A megoldani k¶³v¶ant programoz¶asi feladat a kÄovetkez}o: minimaliz¶aljuk az
ÄosszkÄolts¶eget, amelyet megkaphatunk ¶ugy, hogy a Costi1;i2;:::;ij kÄolts¶egeket
beszorozzuk a csom¶opontba ¶erkez¶es val¶osz¶³n}us¶eg¶evel ¶es ÄosszegezzÄuk az Äosszes
el¶agaz¶asi csom¶opontra, ez az ÄosszkÄolts¶eg v¶arhat¶o ¶ert¶eke. Az (1), (2) ¶es (3)
korl¶atoknak minden csom¶opontra teljesÄulnie kell. A dÄont¶esi v¶altoz¶ok halmaza
pedig a C, X, Y , D ¶es E v¶altoz¶ok Äosszess¶ege5.
5 Az el¶agaz¶asmentes probl¶ema fel¶³r¶asa
El¶agaz¶asmentes probl¶ema alatt azt ¶ertem, hogy a szcen¶ari¶o f¶aban nincs el-
¶agaz¶as, csak egyetlen szcen¶ari¶ot modellezek. Az el¶agaz¶asmentess¶eg egyfajta
a determinisztikuss¶agot jelent: a j + 1-edik napi dÄont¶esem meghozatalakor
nem haszn¶alom fel a j-edik napi inform¶aci¶ot. A modell ugyanazt a k¶eszp¶enz-
mennyis¶eget javasolja rendelni k¶et nap m¶ulva akkor is, ha holnap a v¶artn¶al
(becsÄultn¶el) nagyobb ¶es akkor is, ha a v¶artn¶al (becsÄultn¶el) kisebb a t¶enyleges
k¶eszp¶enzforgalom.
Mivel ekkor minden dÄont¶esn¶el csak egy ¶el indul ki, ez¶ert l1 = l2 = ::: =
ln = 1, teh¶at a v¶altoz¶ok indexel¶es¶en¶el csak 1-esek szerepelnek, a k¶erd¶es csak
az, hogy h¶any. A v¶altoz¶ok indexe legyen ebben a fejezetben fjg1, ami azt
mutatja, hogy az indexben j darab 1-es van, teh¶at az j-edik napr¶ol van sz¶o.
Pl.: Cfjg1 jelÄoli az j-edik nap eleji k¶eszp¶enz¶allom¶anyt.
5A C v¶altoz¶okat ki lehetne fejezni az indul¶o k¶eszp¶enz¶allom¶any ¶es X , Y , D E ¶es f
v¶altoz¶ok seg¶³ts¶eg¶evel.
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5.1 Biztons¶agi korl¶at modellez¶ese el¶agaz¶asmentes prob-
l¶ema eset¶en
A bank¯¶okok nem tekinthetnek el att¶ol a t¶enyt}ol, hogy az el}orejelzett ¶ert¶ekek
bizonytalans¶agot hordoznak. A bank¯¶okok m}ukÄodtet¶ese (j¶o h¶³rneve) megkÄo-
veteli, hogy az Äugyfelek ig¶eny¶et nagy val¶osz¶³n}us¶eggel ki tudjuk el¶eg¶³teni.
A rendszerbe biztons¶agi tartal¶ek be¶ep¶³t¶es¶ere tÄobb lehet}os¶eg is rendelke-
z¶esre ¶all. Ezek kÄozÄul ¶en a kÄovetkez}o megfontol¶ast v¶alasztottam: a j-edik nap
eleji dÄont¶esem k¶et napra kihat. A rossz dÄont¶est csak a kÄovetkez}o nap elej¶en
lehet ¶ujabb rendel¶essel korrig¶alni, ami csak a kÄovetkez}o nap v¶egi sz¶all¶³t¶askor
¶erkezik meg, teh¶at t¶enyleges seg¶³ts¶eget csak plusz k¶et nap m¶ulva jelent. Ez¶ert
azt kÄovetelem meg, hogy a j-edik nap eleji dÄont¶esemmel nagy val¶osz¶³n}us¶eggel
a j + 1 nap v¶egi egyenleg m¶eg mindig pozit¶³v legyen. JelÄolje »j a j-edik napi
forgalmat le¶³r¶o val¶osz¶³n}us¶egi v¶altoz¶ot, »j+1 pedig a j + 1-edik napi forgalmat
le¶³r¶o val¶osz¶³n}us¶egi v¶altoz¶ot. ¶ElÄunk a felt¶etelez¶essel, hogy »j ¶es »j+1 fÄuggetlen
egym¶ast¶ol. Norm¶alis eloszl¶as fel¶etelez¶ese eset¶en »j (f^j ; s^j) param¶eter}u, »j+1
pedig (f^j+1; s^j+1) param¶eter}u norm¶alis eloszl¶ast kÄovet.
A j + 1-edik nap v¶egi egyenleg:
Cfjg1 + »j + Xfjg1 ¡ Yfjg1 + »j+1 : (5)
Az (5) kifejez¶esnek nagy val¶osz¶³n}us¶eggel 0-n¶al nagyobbnak kell lennie. A
megb¶³zhat¶os¶agi szintnek 99,9%-ot v¶alasztottam. Egyr¶eszt a bank¯¶okok nem
futhatnak ki a k¶eszp¶enzb}ol gyakorlatilag soha sem, m¶asr¶eszt az is indokolja
a magas biztons¶agi szint v¶alaszt¶as¶at, hogy a sz¶or¶asok alulbecsÄultek. Mivel »j





param¶eterekkel. Az (5) ¶atrendez¶es¶evel kapjuk a val¶osz¶³n}us¶egi korl¶atot:
P
µ
Cfjg1 + Xfjg1 ¡ Yfjg1 ¸ ¡»j ¡ »j+1
¶
¸ 0; 999 ; (6)
ahol P (:) az esem¶eny val¶osz¶³n}us¶eg¶et jelÄoli.
A (6) korl¶atot egyszer}ubb alakra hozhatjuk, ha mindk¶et oldalhoz hozz¶a-




Cfj+1g1 ¸ (¡»j + f^j) ¡ »j+1
¶
¸ 0; 999 : (7)
A sztenderd norm¶alis eloszl¶as t¶abl¶azata szerint a Cfj+1g1-nek a (¡»j +
fj)¡»j+1 val¶osz¶³n}us¶egi v¶altoz¶o v¶arhat¶o ¶ert¶ek¶et 3,09 sz¶or¶assal kell meghalad-
nia. A line¶aris programoz¶asi feladatok eset¶en a kerek¶³tett 3 sz¶or¶assal fogok
dolgozni6.
A Student f¶ele t eloszl¶as eset¶en is 3 sz¶or¶asnyi biztons¶agi tartal¶ekkal sz¶amo-
lok. Term¶eszetesen a t eloszl¶as eset¶en ehhez m¶as val¶osz¶³n}us¶eg tarozik, mint
6A vizsg¶alt bank¯¶okok eset¶ere a sz¶or¶as al¶abecsÄult, ez¶ert 4, 5 vagy ak¶ar 6 sz¶or¶asnyi
tartal¶ek is indokolt lehetne.
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norm¶alis eloszl¶as eset¶en7. FÄuggetlen t eloszl¶asok Äosszeg¶ere nincs z¶art k¶eplet,
ez csak numerikusan hat¶arozhat¶o meg (l¶asd pl.: Walker ¶es Saw (1978)),
r¶aad¶asul minden egyes esetben ¶ujra kellene sz¶amolni.
A cikk f}o eredm¶enye a szcen¶ari¶os f¶as megkÄozel¶³t¶es Äosszehasonl¶³t¶asa a 'de-
terminisztikus' megkÄozel¶³t¶essel, ami m¶as biztons¶agi szint eset¶en is ¶ertelmez-
het}o. A megoldand¶o programoz¶asi feladatot ¶ugy kapjuk, ha a modell felt¶etelei
kÄoz¶e felvesszÄuk a j+1 nap v¶egi egyenlegre vonatkoz¶o val¶osz¶³n}us¶egi (8) korl¶atot8.





Amennyiben a j+1. nap el}orejelzett forgalma jelent}os be¯zet¶es a bank¯¶ok
sz¶am¶ara, akkor a (8) korl¶at egyenl}otelens¶eg form¶aj¶aban fog teljesÄulni, ami
logikus is, hiszen att¶ol, hogy holnap jelent}os be¯zet¶esre sz¶am¶³tok, a mai nap
v¶egi egyenleg nem lehet negat¶³v.
5.2 Az el¶agaz¶asmentes feladat numerikus eredm¶enyei
Az el}oz}o pontban le¶³rt programoz¶asi feladatot val¶os adatokon futattam, kÄu-
lÄonbÄoz}o hossz¶us¶ag¶u id}ohorizontra (n-re). A futtat¶ashoz ¶ert¶eket kell adni a
c1, c2, c3, c4, cint ¶es pmk param¶etereknek. A futtat¶asokat a cint = 0; 2,
c1 = c2 = 0; 3, c3 = c4 = 10000 ¶es a pmk = 200000 param¶eterekkel futtattam.
A nyit¶o k¶eszp¶enz ¶allom¶any minden esetben 30000 (ezer forint).
A line¶aris programoz¶asi feladatok megold¶as¶ahoz glpk nev}u megold¶ot hasz-
n¶altam. A glpk program a gnu szabad szoftverek licensze al¶a tartozik. A
programot Windows 2000 oper¶aci¶os rendszeren, 2,33 gigahertz ¶orajel}u ¶es 1,9
GB mem¶ori¶aval rendelkez}o g¶epen futattam.
A 3. t¶abl¶azat mutatja kÄulÄonbÄoz}o id}ohorizontra a modellezett ÄosszkÄolts¶eget,
a 4. t¶abl¶azat pedig azt mutatja, hogy h¶any esetben kerÄult k¶eszp¶enzzavarba a
bank¯¶ok.
Bank¯¶ok n = 9 n = 8 n = 7 n = 6 n = 5 n = 4 n = 3 n = 2
Fi¶ok 1 2 108 2 116 2 116 2 105 2 109 2 099 2 110 2 034
Fi¶ok 2 2 891 2 891 2 891 2 881 2 925 2 869 2 916 2 824
Fi¶ok 3 266 236 262 298 271 256 476 476
Fi¶ok 4 1 901 1 916 1 901 1 917 1 934 1 883 1 902 1 777
Fi¶ok 5 1 121 1 118 1 105 1 114 1 117 1 101 1 295 11 616
Fi¶ok 6 698 696 696 663 654 581 741 748
3. t¶abl¶azat. Az el¶agaz¶asmentes modellek kÄolts¶egei (negyed¶evre, ezer forintban)
A 3. t¶abl¶azat alapj¶an levonhatjuk azt a kÄovetkeztet¶est, hogy az opti-
maliz¶al¶asi horizont nÄovel¶ese (egy id}o ut¶an) nem csÄokkenti ¶erdemben az Äossz-
kÄolts¶eget. A t¶ul rÄovid optimaliz¶al¶asi id}ohorizont (n = 2, n¶eha n = 3) ellenben
probl¶em¶as lehet (l¶asd kÄulÄonÄosen az 5. ¯¶ok eset¶et). Fontos l¶atni, hogy ebben
7Szeml¶eltet¶esÄul: fÄuggetlen, azonos sz¶or¶as¶u, 6 szabads¶agfok¶u t eloszl¶asok eset¶en a 3,09
sz¶or¶ashoz 0,9976% biztons¶agi szint tartozik.
8Mivel mind norm¶alis, mind t eloszl¶as eset¶en a 3 sz¶or¶asnyi biztons¶agi szintet haszn¶alom,
¶³gy az eredm¶enyekben nem lesz kÄulÄonbs¶eg, de azt fontos hangs¶ulyozni, hogy t eloszl¶as eset¶en
ehhez a 3 sz¶or¶ashoz kisebb biztons¶agi szint tartozik.
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az esetben ¶un. le¯zet}o ¯¶okr¶ol van sz¶o. A ¯¶ok a felgyÄulemlett k¶eszp¶enzt
nem ¯zeti le, hanem a bank¯¶okban }orzi n = 1 optimaliz¶al¶asi horizont eset¶en.
Ez az¶ert van ¶³gy, mert a le¯zet¶eskor a p¶enz sz¶aml¶al¶as¶anak kÄolts¶ege nagyobb,
mint a kamatvesztes¶eg. A probl¶ema megold¶odik, ha nÄoveljÄuk az optimaliz¶al¶as
id}ohorizontj¶at, mert a felgyÄulemlett k¶eszp¶enzre tÄobb nap is felsz¶am¶³tjuk a ka-
matvesztes¶eget,¶³gy ez a hat¶as felÄul¶³rja az egyszer felsz¶amoland¶o p¶enzsz¶amol¶as
hat¶as¶at.
Bank¯¶ok n = 9 n = 8 n = 7 n = 6 n = 5 n = 4 n = 3 n = 2
Fi¶ok 1 0 0 0 0 0 0 0 0
Fi¶ok 2 0 0 0 0 0 0 0 0
Fi¶ok 3 0 0 0 0 0 0 0 0
Fi¶ok 4 0 0 0 0 0 0 0 0
Fi¶ok 5 7 4 8 5 7 7 2 0
Fi¶ok 6 2 2 2 2 2 2 1 0
4. t¶abl¶azat. Az el¶agaz¶asmentes modellek k¶eszp¶enzhi¶anyos napjainak sz¶ama
A 4. t¶abl¶azat azt mutatja, h¶any esetben kerÄult k¶eszp¶enzzavarba a bank¯¶ok.
¶Erdekes az 5. ¯¶ok esete. Ez a ¯¶ok ¶un. le¯zet}o ¯¶ok, teh¶at a felgyÄulemlett
k¶eszp¶enzt sz¶all¶³tja el az aut¶o. Ez a ¯¶ok ¶ugy kerÄul k¶eszp¶enzzavarba, hogy a
t¶enyleges ¶ert¶ek elt¶er az el}orejelzett ¶ert¶ekt}ol, ¶es a modell tÄobb p¶enz le¯zet¶es¶et
javasolja, mint amennyi a p¶enzt¶arban van.
Itt l¶atszik, hogy nagyon fontos a bank¯¶oki folyamatok meg¶ert¶ese ¶es pon-
tos modellez¶ese. Amikor a bank¯¶ok k¶eszp¶enzt rendel, el}ore meg kell mon-
dania a pontos Äosszeget, ezen v¶altoztatni nem lehet. Le¯zet¶eskor a helyzet
valamelyest rugalmasabb. A p¶enzsz¶all¶³t¶o aut¶o nyilv¶an nem tud tÄobb p¶enzt
elsz¶all¶³tani, mint amennyi a ¯¶okban van. KÄulÄonÄosen l¶enyeges, hogy meg kell-e
el}ore mondani, hogy mennyi p¶enzt sz¶all¶³t el az aut¶o, ¶es mi tÄort¶enik akkor, ha
elt¶er¶es mutatkozik az el}ore bejelentett}ol. Le¯zet¶eskor sokkal szerencs¶esebb
lenne, ha nem a modell ¶altal le¯zetni javasolt k¶eszp¶enzmennyis¶eghez iga-
zodn¶ank, hanem a t¶enyleges forgalom ismeret¶eben (vagy legal¶abbis pon-
tosabb ismeret¶eben, mint az optimaliz¶al¶askor ismert el}orejelz¶es) a modell
¶altal becsÄult z¶ar¶o ¶ert¶ekhez.
A 6. ¯¶ok eset¶eben viszont t¶enylegesen kifogyott a ¯¶ok a p¶enzb}ol, tÄobbszÄor
is. Itt nem volt el¶egs¶eges a biztons¶agi szint. Ez a ¯¶ok viszonylag kis forgalm¶u
¶es az ¶atlagos forgalomhoz k¶epest a sz¶or¶as nagyon jelent}os (30-szoros). Azon a
napon, amikor kifut a p¶enzb}ol, a t¶enyleges ¶ert¶ek a becsÄult ¶ert¶ekt}ol tÄobb mint
5 becsÄult sz¶or¶assal t¶er el. R¶aad¶asul p¶ar napon belÄul el}ofordul tÄobb 3 sz¶or¶asn¶al
nagyobb elt¶er¶es. Ilyen rendk¶³vÄuli esetekre nem lehet a modellt felk¶esz¶³teni.
Val¶osz¶³n}us¶³thet}o, hogy nem az el}ojelz¶es volt ennyire rossz, hanem rendk¶³vÄuli
esem¶eny ¶all a nagyfok¶u elt¶er¶es mÄogÄott (amit a bank¯¶ok el}ore tudott).
6 Sztochasztikus modellez¶es
KÄozismert t¶eny, hogy v¶eletlen folyamatok eset¶en a v¶arhat¶o ¶ert¶ekekkel v¶egzett
optimaliz¶aci¶o jelent}os m¶ert¶ekben elt¶erhet a sztochasztikus optimumt¶ol. Ebben
a fejezetben megvizsg¶alom, hogy a sztochasztikus modellek hogyan teljes¶³te-
nek a val¶os adatokon.
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Fontos k¶erd¶es, hogy a sztochasztikus modellez¶es kÄolts¶egel}onyt jelent-e az
el¶agaz¶asmentes fel¶³r¶ashoz k¶epest, hiszen minden nap, az aznapi dÄont¶es ut¶an
az elm¶ult napi t¶enyleges ¶ert¶ek ismeret¶eben ¶ujra futtatom a modellt. Az el-
s}o napi dÄont¶es pedig sztochasztikus modell eset¶en is azonos lesz az Äosszes
szcen¶ari¶ora.
6.1 Biztons¶agi korl¶at modellez¶ese sztochasztikus prob-
l¶ema eset¶en
Szcen¶ari¶o f¶ak eset¶en a biztons¶agi korl¶atot az el¶agaz¶asmentes esett}ol elt¶er}oen
kezelem. El¶agaz¶asmentes esetben a (8) k¶eplet azt fejezi ki, hogy a nap
v¶egi ¶allom¶any legyen megfelel}oen nagyobb a kÄovetkez}o napra v¶art forga-
lom ¶ert¶ek¶en¶el. Szcen¶ari¶o f¶ak eset¶en a nap v¶egi ¶allom¶any nem egy¶ertelm}u,
¶eppen ez a szcen¶ari¶o f¶ak l¶enyege. Ez¶ert ebben az esetben azt kÄovetelem meg,
hogy b¶armilyen ¶agon a nap v¶egi egyenleg nagy val¶osz¶³n}us¶eggel el¶eg legyen a
kÄovetkez}o (m¶asodik) napi forgalom kiegyenl¶³t¶es¶ehez. Ebben az esetben is a
3 sz¶or¶asnyi biztons¶agi tartal¶ekkal sz¶amolok, ami norm¶alis eloszl¶as eset¶en a
99,9% biztons¶agi szintnek felel meg, t eloszl¶as eset¶en pedig 99,5%-nak:
Ci1;i2;:::;ij;ij+1 ¸ ¡f^j+1 + 3s^j+1 ; (9)
ahol 1 · ij+1 · lj , ¶es f^j+1 a j + 1. napra el}orejelzett forgalom, s^j+1 pedig
ennek sz¶or¶asa.
6.2 Numerikus eredm¶enyek sztochasztikus modellekre
Els}o fontos megjegyz¶esÄunk, hogy sztochasztikus modellek eset¶en nagyon kÄony-
nyen el¶erjÄuk a megold¶o korl¶atait. Ezt szeml¶elteti az 5. t¶abl¶azat: egy adott
feladat megold¶asa h¶any m¶asodpercet vett ig¶enybe kÄulÄonbÄoz}o li ¶ert¶ekad¶asok
eset¶en.









5. t¶abl¶azat. A sztochasztikus modellek id}oig¶enye
Az 5. t¶abl¶azat ¶ert¶ekei alapj¶an l¶athat¶o, hogy a feladat megold¶as¶ahoz szÄuk-
s¶eges id}o exponenci¶alisan n}o a szcen¶ari¶o fa m¶eret¶evel, ami term¶eszetesen nem
meglep}o ¶es ismert is a szcen¶ari¶o f¶ak eset¶eben.
A 6. ¶es 8. t¶abl¶azatokban a n¶eh¶any kiv¶alasztott sztochasztikus modell fut¶asi
eredm¶enyeit kÄozlÄom norm¶alis eloszl¶as felt¶etelez¶ese eset¶en.
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Bank¯¶ok (2;2;2) (2;2;2;2) (4;4;4) (4;2;1) (4;2;1;1)
Fi¶ok 1 2 034 2 048 2 089 2 036 2 063
Fi¶ok 2 2 731 2 731 2 805 2 824 2 826
Fi¶ok 3 255 229 250 249 260
Fi¶ok 4 1 728 1 735 1 798 1 797 1 802
Fi¶ok 5 1 038 1 039 1 100 1 100 1 098
Fi¶ok 6 595 597 587 567 649
6. t¶abl¶azat. A sztochasztikus modellek kÄolts¶ege (negyed¶evre, ezer forintban)
norm¶alis eloszl¶as felt¶etelez¶ese eset¶en
A 6. t¶abl¶azat adataib¶ol a kÄovetkez}o kÄovetkeztet¶eseket lehet levonni: a
kÄulÄonbÄoz}o sztochasztikus modellek teljes¶³tm¶enye kÄozÄott egy¶ertelm}u domi-
nanci¶at fel¶all¶³tani nem lehet. Azt lehet mondani, hogy azok a modellek,
amikor az els}o nap csak 2-fele ¶agaztatunk, ¶atlagban jobban teljes¶³tenek, mint
azok, amikor 4-fele, de a kijelent¶es t¶avolr¶ol sem meggy}oz}o. Az id}ohorizont
nÄovel¶es¶enek itt sincs egy¶ertelm}uen kimutathat¶o pozit¶³v hat¶asa.
Az 1-4. ¯¶ok adatai alapj¶an a sztochasztikus modellek Äosszess¶eg¶eben job-
ban teljes¶³tenek, mint az el¶agaz¶asmentes modellek: a 4-9 napos el¶agaz¶asmen-
tes modellek ¶atlag¶an¶al a sztochasztikus modellek ¶atlaga az 1. ¯¶ok eset¶eben
2,6%-kal, a 2. ¯¶ok eset¶eben 3,7%-kal, a harmadik ¯¶ok eset¶eben 6,1%-kal, a 4.
¯¶ok eset¶eben pedig 7,2%-kal kisebb kÄolts¶eggel j¶ar az optimaliz¶aci¶o. Amennyi-
ben a 4 ¯¶ok kÄolts¶egeit ÄosszegezzÄuk, a csÄokken¶es 4,4%. Az 5. ¶es 6. ¯¶ok
eset¶en a kÄolts¶egek Äosszehasonl¶³t¶asa az¶ert nem szerencs¶es, mert itt kifutottak
a szÄuks¶eges k¶eszp¶enzb}ol, de itt is a sztochasztikus modellek teljes¶³tettek job-
ban, hasonl¶o m¶ert¶ekben. Az eredm¶enyeket k¶etf¶elek¶eppen is lehet ¶ertelmezni:
egyr¶eszt azt mondhatjuk, hogy nem jelent}os az el¶ert kÄolts¶egcsÄokken¶es, m¶as-
r¶eszt azt is lehet mondani, hogy ha egy bank a k¶eszp¶enzell¶at¶as ÄosszkÄolts¶eg¶et
4%-kal tudja csÄokkenteni, az sz¶am¶ara jelent}os eredm¶eny.
Bank¯¶ok kamat- aut¶o ¯x p¶enzsz¶amol¶as
kÄolts¶eg kÄolts¶ege kÄolts¶ege
Fi¶ok 1 (el¶agaz¶asmentes) 1 070 412 627
Fi¶ok 1 (sztochasztikus) 989 438 627
Fi¶ok 2 (el¶agaz¶asmentes) 1 552 442 898
Fi¶ok 2 (sztochasztikus) 1 366 526 891
Fi¶ok 3 (el¶agaz¶asmentes) 149 95 21
Fi¶ok 3 (sztochasztikus) 193 42 14
Fi¶ok 4 (el¶agaz¶asmentes) 1 241 273 394
Fi¶ok 4 (sztochasztikus) 1 038 346 388
Fi¶ok 5 (el¶agaz¶asmentes) 278 303 531
Fi¶ok 5 (sztochasztikus) 227 310 538
Fi¶ok 6 (el¶agaz¶asmentes) 337 213 114
Fi¶ok 6 (sztochasztikus) 353 158 88
7. t¶abl¶azat. Az el¶agaz¶asmentes ¶es sztochasztikus modellek kÄolts¶egÄosszetev}oi
(negyed¶evre, ezer forintban) norm¶alis eloszl¶as felt¶etelez¶ese eset¶en
¶Erdemes megvizsg¶alni, hogy mib}ol ad¶odik pontosan a sztochasztikus mo-
dellek alacsonyabb kÄolts¶egszintje. A vizsg¶alat elv¶egz¶es¶ehez az ÄosszkÄolts¶eget 3
Äosszetev}ore bontom: kamatra, az aut¶orendel¶es kÄolts¶eg¶ere ¶es a p¶enzfeldolgoz¶as
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kÄolts¶eg¶ere. E 3 Äosszetev}o ¶atlaga az el¶agaz¶asmentes ¶es sztochasztikus modellek
eset¶eben a 7. t¶abl¶azatban l¶athat¶o.
A 8. t¶abl¶azat adatai alapj¶an a kÄovetkez}o ÄosszefÄugg¶esekre lehetÄunk ¯gyel-
mesek: a p¶enzsz¶amol¶as kÄolts¶ege tekintet¶eben ¶altal¶aban nincs nagy kÄulÄonbs¶eg
az el¶agaz¶asmentes ¶es sztochasztikus modellek kÄozÄott. Ez az¶ert van ¶³gy, mert
a tiszt¶an le¯zet}o vagy felvev}o ¯¶okok eset¶en az ig¶enyelt vagy le¯zetett Äosszeg
nagys¶aga nem t¶er el csak az id}oz¶³t¶ese, ami Äosszess¶eg¶eben nem befoly¶asolja a
p¶enzsz¶aml¶al¶as kÄolts¶eg¶et. M¶as a helyzet a kÄozel Äonell¶at¶o ¯¶okok eset¶en. Az }o
esetÄukben (a 3. ¶es 6. ¯¶ok) mindk¶et ir¶anyban van k¶eszp¶enz¶araml¶as. E ¯¶okok
eset¶en a sztochasztikus modellek kevesebb k¶eszp¶enz¶araml¶ast produk¶altak,
ez¶ert kisebb a p¶enzfeldolgoz¶as kÄolts¶ege. Ha csak egyir¶any¶u k¶eszp¶enz¶araml¶as-
sal ¶allunk szemben, akkor csak a sz¶all¶³t¶asok nagys¶aga ¶es id}oz¶³t¶ese t¶erhet el.
Nincs egy¶ertelm}u k¶ep, de ¶ugy t}unik, hogy a sztochasztikus modellek tÄobbszÄor
rendelnek p¶enzsz¶all¶³t¶o aut¶ot kisebb Äosszegekre, ¶³gy nyernek a kamatkÄolts¶egen,
ami ellens¶ulyozza m¶eg a tÄobbszÄori sz¶all¶³t¶as megnÄovekedett ¯x kÄolts¶eg¶et is.
Bank¯¶ok (2;2;2) (2;2;2;2) (4;4;4) (4;2;1) (4;2;1;1)
Fi¶ok 1 0 0 0 0 0
Fi¶ok 2 0 0 0 0 0
Fi¶ok 3 0 0 0 0 0
Fi¶ok 4 0 0 0 0 8
Fi¶ok 5 16 13 7 7 8
Fi¶ok 6 3 3 1 1 1
8. t¶abl¶azat. A sztochasztikus modellek eset¶en a k¶eszp¶enzhi¶anyos napok
sz¶ama norm¶alis eloszl¶as felt¶etelez¶ese eset¶en
A 8. t¶abl¶azat v¶egezetÄul azt mutatja, hogy h¶any esetben kerÄul k¶eszp¶enz-
zavarba a bank. Az ¶ert¶ekek nagy vonalakban megegyeznek az el¶agaz¶asmentes
modell eset¶en tapasztaltakkal. ¶Ugy t}unik, hogy azok a modellek 'biztons¶a-
gosabbak' amikor az els}o nap 4-fele ¶agaztatunk. Ez logikus lehet abb¶ol a
szempontb¶ol, hogy a 4-fele ¶agaztat¶as valamivel nagyobb biztons¶agi szintet
eredm¶enyez, mint a 2-fele ¶agaztat¶as.
A modell futtat¶as¶at elv¶egeztem ¶ugy is, hogy nem norm¶alis eloszl¶ast, hanem
6 szabads¶agfok¶u t eloszl¶ast alkalmaztam (9. t¶abl¶azat). L¶athat¶o, hogy nincs
l¶enyegi kÄulÄonbs¶eg a norm¶alis ¶es t eloszl¶as felt¶etelez¶ese kÄozÄott. Ez a meg¶alla-
p¶³t¶as igaz a k¶eszp¶enzhi¶anyos napok sz¶am¶ara is. Fontos most is hangs¶ulyozni,
hogy az (elm¶eleti) biztons¶agi szint t eloszl¶as eset¶en valamivel kisebb, mint
norm¶alis eloszl¶as eset¶en.
Bank¯¶ok (2;2;2) (2;2;2;2) (4;4;4) (4;2;1) (4;2;1;1)
Fi¶ok 1 2 025 1 991 2 053 2 040 2 063
Fi¶ok 2 2 714 2 718 2 774 2 806 2 807
Fi¶ok 3 255 227 253 258 258
Fi¶ok 4 1 736 1 717 1 792 1 777 1 808
Fi¶ok 5 1 026 1 020 1 085 1 085 1 083
Fi¶ok 6 587 593 576 573 631
9. t¶abl¶azat. A sztochasztikus modellek kÄolts¶ege (negyed¶evre, ezer forintban)
6 szabads¶agfok¶u t eloszl¶as felt¶etelez¶ese eset¶en
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A tov¶abbiakban k¶et olyan modellt mutatok be, amelyek nem szoktak el}o-
fordulni a szakirodalomban. Az egyik a valut¶ak kezel¶ese, a m¶asik a bank¯¶okok
kÄozÄotti ¶atsz¶all¶³t¶as modellez¶ese.
7 TÄobb p¶enznem egyÄuttes kezel¶ese
Ebben a fejezetben ¶ugy b}ov¶³tem a modellt, hogy ¯gyelembe veszem, hogy
a bankok nem csak forint k¶eszlettel rendelkeznek, hanem valutak¶eszlettel is.
A modell k¶et valut¶at fog kezelni eur¶ot ¶es doll¶art. A biztons¶agi korl¶atokat
mindh¶arom p¶enznemre teljes¶³teni kell. A p¶enzsz¶all¶³t¶o aut¶o viszont tud tÄobb
valut¶at is hozni egyszerre, ¶es a fuvard¶³jat is csak egyszer kell ki¯zetni. K¶erd¶es,
hogy ebben a kÄornyezetben mekkora a kÄulÄonbs¶eg az el¶agaz¶asmentes ¶es a
sztochasztikus9 megkÄozel¶³t¶es optimuma kÄozÄott.
A feladat programoz¶asi modellj¶ehez a kÄovetkez}o jelÄol¶eseket kell bevezetni:
A p¶enznemet jobb fels}o indexben jelÄolÄom. P¶eld¶aul CFTi1;i2;:::;ij jelÄoli a vizsg¶alt
szcen¶ari¶o eset¶en a forint k¶eszlet j-edik napi z¶ar¶o ¶ert¶ek¶et, ahol i1; i2; :::; ij
jelÄoli az j-edik nap v¶eg¶eig bej¶art utak egyik¶et. Hasonl¶ok¶eppen CEUi1;i2;:::;ij az
eur¶o j-edik nap v¶egi ¶allom¶anya, CUSi1;i2;:::;ij pedig a doll¶ar j-edik nap v¶egi z¶ar¶o
¶ert¶eke. Hasonl¶oan XFTi1;i2;:::;ij , X
EU
i1;i2;:::;ij
¶es XUSi1;i2;:::;ij jelÄoli a vizsg¶alt szce-
n¶ari¶o eset¶en az adott p¶enznem j.-edik napi rendelt ¶ert¶ek¶et, ahol i1; i2; :::; ij
jelÄoli az j-edik nap v¶eg¶eig bej¶art utak egyik¶et, Y v¶altoz¶ok pedig a kÄozpontba
besz¶all¶³tani k¶³v¶ant p¶enzmennyis¶eget jelÄolik. Di1;i2;:::;ij ¶es Ei1;i2;:::;ij v¶altoz¶ok
pedig a vizsg¶alt szcen¶ari¶o eset¶en a p¶enz ki- illetve besz¶all¶³t¶as t¶eny¶et le¶³r¶o
bine¶aris v¶altoz¶ok. A jelÄol¶esekb}ol is l¶athat¶o, hogy a p¶enzsz¶all¶³t¶o aut¶oval tÄobb
valut¶at is tudunk rendelni egyszerre (nincs fels}o indexe a v¶altoz¶oknak).
Az egyszer}us¶eg kedv¶e¶ert a valut¶ak ¶allom¶any¶at is forint¶ert¶eken kezelem ¶es
a valut¶ak eset¶en is a forint¶ert¶ekhez hasonl¶o kÄolts¶egstrukt¶ur¶at t¶etelezek fel.
A probl¶ema line¶aris programoz¶asi feladatk¶ent val¶o fel¶³r¶asakor az (1) kor-
l¶atot minden p¶enznemre fel kell ¶³rni, p¶eld¶aul forint eset¶en az al¶abbi alakot
Äolti:
CF Ti1;i2;:::;ij + f
FT
i1;i2;:::;ij ;ij+1
+ XFTi1;i2;:::;ij ¡ Y F Ti1;i2;:::;ij = CF Ti1;i2;:::;ij;ij+1 ;
ahol 1 · ij+1 · lj . A ¯x kÄolts¶eget modellez}o (2) ¶es (3) korl¶atok pedig az
al¶abbi m¶odon v¶altoznak:
XF Ti1;i2;:::;ij + X
EU
i1;i2;:::;ij
+ XUSi1;i2;:::;ij · pmkDi1;i2;:::;ij ;
illetve
Y F Ti1;i2;:::;ij + Y
EU
i1;i2;:::;ij
+ Y USi1;i2;:::;ij · pmkEi1;i2;:::;ij :
Valut¶ak ¯gyelembev¶etele eset¶en a (4) c¶elfÄuggv¶eny m¶odosul, mert nem csak
a forint ¶allom¶anyra, hanem az eur¶o ¶es a doll¶ar ¶allom¶anyra is kell kamatveszte-
s¶eget sz¶amolni. Term¶eszetesen mindh¶arom p¶enznemre van sz¶amol¶asi kÄolts¶eg
is.
9Mivel az el}oz}o pontban l¶attuk, hogy nincs l¶enyeges elt¶er¶es a norm¶alis ¶es t eloszl¶as
felt¶etelez¶ese kÄozÄott, a sz¶am¶³t¶asokat csak norm¶alis eloszl¶asra mutatom be.
































+ c3Di1;i2;:::;ij + c4Ei1;i2;:::;ij ;
(10)
7.1 El¶agaz¶asmentes modellez¶es valut¶ak ¯gyelembev¶etele
eset¶en
Valut¶ak ¯gyelembev¶etelekor ¶ujfent el}oszÄor az el¶agaz¶asmentes modellt vizs-
g¶alom, amikor a szcen¶ari¶o f¶aban nincs el¶agaz¶as. Ekkor minden p¶enznemre
teljesÄulnie kell a (8) korl¶atnak, amely p¶eld¶aul forint eset¶en a







A valutaforgalomra m¶ultbeli adat nem ¶allt rendelkez¶esre, ez¶ert egy szeml¶el-
tet}o megold¶ast v¶alasztottam: mivel a valuta forgalom jelent}osen elmarad a
forint forgalom mellett ez¶ert a 3. ¯¶ok forgalm¶at tekintettem az eur¶o forga-
lomnak, a 6. ¯¶ok forgalm¶at pedig a doll¶ar forgalomnak. Az 1., 2., 4. ¶es
5. ¯¶ok forgalm¶at pedig n¶egy kÄulÄonbÄoz}o forint forgalomnak. Jelen esetben
id}ohorizontnak az n = 3 ¶ert¶ekkel sz¶amoltam csak. A 10. t¶abl¶azat mutatja a
cs¶usz¶oablakos technik¶aval sz¶amolt kÄolts¶eget.
Bank¯¶ok n = 3
Fi¶ok 1 2 852
Fi¶ok 2 3 650
Fi¶ok 4 2 668
Fi¶ok 5 2 200
10. t¶abl¶azat. Az el¶agaz¶asmentes modell kÄolts¶ege
valut¶ak ¯gyelembev¶etel¶evel (negyed¶evre, ezer forintban)
7.2 Sztochasztikus modellez¶es valut¶ak ¯gyelembev¶etele
eset¶en
Valut¶ak ¯gyelembev¶etele eset¶en is az a k¶erd¶es, hogy ha szcen¶ari¶o f¶akkal
modellezem a val¶os folyamatokat, akkor jobb eredm¶enyt kapok-e mint ha
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az el¶agaz¶asmentes megkÄozel¶³t¶est v¶alasztom. A k¶erd¶es most is az¶ert merÄul fel,
mert a cs¶usz¶oablakos technika miatt mindennap ¶ujrasz¶amolom a modellt.
A biztons¶agi korl¶atot modellez}o (9) korl¶atnak most is minden p¶enznemre
teljesÄulnie kell. Forint eset¶en p¶eld¶aul az al¶abbi alakot Äolti:
CF Ti1;i2;:::;ij;ij+1 ¸ ¡f^FTj+1 + 3s^FTj+1 :
Numerikus eredm¶enyek
Sztochasztikus modellez¶es eset¶en a kÄovetkez}o m¶odon j¶artam el: az els}o napon
minden p¶enznem eset¶en k¶et lehets¶eges forgalmat felt¶eteleztem. Mivel Äosszesen
3 p¶enznem van, ez 8 lehets¶eges szcen¶ari¶o. A m¶asodik napot is bevontam a
modellez¶esbe, de tov¶abbi el¶agaz¶assal nem dolgoztam, mert meghaladta volna
a probl¶ema a megoldhat¶os¶ag hat¶ar¶at. A n¶egy bank¯¶okra a a sztochasztikus
modell kÄolts¶egeit a 11. t¶abl¶azat mutatja. A t¶abl¶azatban szerepel, hogy a







Fi¶ok 1 2 563 -10,1
Fi¶ok 2 3 325 -8,9
Fi¶ok 4 2 383 -10,7
Fi¶ok 5 1 864 -15,3
11. t¶abl¶azat. A sztochasztikus modell kÄolts¶ege valut¶ak
¯gyelembev¶etel¶evel (negyed¶evre, ezer forintban)
A sztochasztikus modellez¶es a valut¶ak ¯gyelembev¶etel¶evel az egy p¶enznem
kezel¶es¶ehez k¶epest nagyobb m¶ert¶ekben csÄokkenti a kÄolts¶egeket. Mivel a 6.
¯¶ok forgalma j¶atssza a doll¶ar szerep¶et, ez¶ert ebben az esetben is kifutunk a
k¶eszletb}ol.
8 Bank¯¶okok kÄozÄotti ¶atsz¶all¶³t¶as
Ebben a fejezetben a bank¯¶okok kÄozÄotti ¶atsz¶all¶³t¶ast vizsg¶alom. Amennyi-
ben lehets¶eges, c¶elszer}u ¶ugy megszervezni a k¶eszp¶enzsz¶all¶³t¶ast, hogy az egyik
bank¯¶ok kÄozvetlenÄul egy m¶asik bank¯¶oknak sz¶all¶³tson. ¶Igy k¶et fuvar helyett
csak 1-et kell ¯zetni. Ebben az esetben a p¶enzsz¶all¶³t¶o c¶eg nem is dolgozza fel
a p¶enzt, csak sz¶all¶³tja, ¶³gy a p¶enzfeldolgoz¶as d¶³j¶at is meg lehet takar¶³tani10. A
modellez¶es sor¶an ezekkel a felt¶etelez¶esekkel ¶elek. Term¶eszetesen a bank¯¶okba
sz¶all¶³tott k¶eszp¶enz mennyis¶ege nem ¯x Äosszeg, hanem az aznapi forgalom
fÄuggv¶enye, ez¶ert a bank¯¶ok biztons¶agos m}ukÄod¶ese kÄulÄonÄosen kritikus ebben
az esetben.
Bank¯¶okok kÄozÄotti ¶atsz¶all¶³t¶asok modellez¶es¶en¶el a megold¶o m¶eret¶et meg-
haladn¶a a sztochasztikus modellez¶es, ez¶ert csak el¶agaz¶asmentes modellel vizs-
g¶altam a probl¶em¶at. C, X, Y , D ¶es E v¶altoz¶ok jelent¶ese ugyanaz, mint eddig.
10Ilyen esetekben term¶eszetesen a bank¯¶okoknak van tÄobblet munk¶ajuk, amennyiben ez
sz¶amottev}o kÄolts¶eggel j¶ar, modellezni kell.
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A v¶altoz¶ok fels}o indexe, a bank¯¶okra utal. Ezen v¶altoz¶ok mellett szÄuks¶egesek
m¶eg az ¶atsz¶all¶³t¶asokat le¶³r¶o v¶altoz¶ok. Legyen B egy indexhalmaz, ami a
lehets¶eges ¶atsz¶all¶³t¶asi ir¶anyokat tartalmazza. XbY egy ¶atsz¶all¶³t¶as eset¶en a
p¶enzmennyis¶eget jelÄoli, ahol az ir¶anyt b index jelÄoli. Term¶eszetesen b 2 B.
Minden ¶atsz¶all¶³t¶ashoz ki kell ¯zetni az aut¶o ¯x kÄolts¶eg¶et (de csak azt), teh¶at
XbY v¶altoz¶okhoz DbE bine¶aris v¶altoz¶ot is be kell vezetni a ¯x kÄolts¶egek
modellez¶es¶ehez. JelÄolje tov¶abb¶a fB azoknak az ¶atsz¶all¶³t¶asi ir¶anyoknak a
halmaz¶at, amikor az ¶atsz¶all¶³t¶as az f -edik ¯¶okb¶ol tÄort¶enik valamelyik m¶asik
¯¶okba. JelÄolje hasonl¶oan Bf azon ¶atsz¶all¶³t¶asi ir¶anyok halmaz¶at, amikor
valamelyik m¶asik ¯¶okb¶ol az f-edik ¯¶okba sz¶all¶³tanak ¶at k¶eszp¶enzt.
A bevezetett jelÄol¶esekkel fel tudjuk ¶³rni a szÄuks¶eges korl¶atokat: nap v¶egi
egyenleg:





XbYfjg1 ¡ Y kfjg1 ¡
X
b2fB
XbYfjg1 = Ckfj+1g1 ;
ahol 1 · j · n ¶es k 2 K, ahol K a bank¯¶okok halmaza.
Fix kÄolts¶egek modellez¶ese:
Xkfjg1 · pmkDkfjg1 ;
Y kfjg1 · pmkEjfjg1 ;
¶es
XbYfjg1 · pmkDbEfjg1 ;
ahol k 2 K ¶es b 2 B.
Biztons¶agi korl¶at szÄuks¶eges m¶ert¶eke
































Az ¶atsz¶all¶³t¶asi feladat megold¶as¶at a rendelkez¶esre ¶all¶o 6 bank¯¶ok p¶eld¶aj¶an
mutatom be. A bank¯¶okok kÄozÄotti ¶atsz¶all¶³t¶ast nem engedem meg mindenhon-
nan mindenhova, csak ahol ¶ertelmes: olyan bank¯¶okokb¶ol ahol felhalmoz¶odik
a k¶eszp¶enz olyan bank¯¶okokba, ¶alland¶o k¶eszp¶enzsz¶all¶³t¶asi ig¶eny l¶ep fel. Az
¶atsz¶all¶³t¶asok a kÄovetkez}o viszonylatokban lehets¶egesek: 3. ¶es 5. ¯¶okb¶ol az 1.,
2., 4. ¶es 6. ¯¶okba.
A modellt maximum n = 4 eset¶en tudtam futtatni bel¶athat¶o id}on belÄul.
Az n = 4 esetben a cs¶usz¶oablakos technika eset¶en a modellezett ÄosszkÄolts¶eg
7 531 ezer forint. Ez az Äosszeg 15%-kal alacsonyabb, mint a 6 ¯¶ok egyedi
kÄolts¶egeinek Äosszege.
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9 ÄOsszefoglal¶as
Ebben a cikkben banki k¶eszp¶enz-optimalit¶asi probl¶em¶akat vizsg¶altam, ¶es a
k¶eszp¶enz-optimaliz¶al¶asi probl¶em¶at line¶aris programoz¶asi feladatk¶ent ¶³rtam
fel, melyet a glpk nev}u szabad szoftverrel oldottam meg. A modellez¶es sor¶an
bebizonyosodott, hogy a probl¶ema kezelhet}o line¶aris programoz¶asi feladat-
k¶ent. Az is bebizonyosodott, hogy m¶eg cs¶usz¶oablakos technika eset¶en is
¶erdemes sztochasztikus modellekben gondolkodni. A cikkben szcen¶ari¶o f¶as
megkÄozel¶³t¶est alkalmaztam, melynek sor¶an az optimaliz¶al¶asi horizont csÄokken,
mert a programoz¶asi feladat m¶erete exponenci¶alisan n}o az el¶agaz¶asok sz¶am¶a-
val. A cikkben megmutattam azt is, hogy line¶aris programoz¶asi feladatok
seg¶³ts¶eg¶evel kezelhet}o a szok¶asost¶ol elt¶er}o probl¶ema is, mint p¶eld¶aul a va-
lut¶ak ¯gyelembev¶etele, vagy a bank¯¶okok kÄozÄotti ¶atsz¶all¶³t¶as modellez¶ese.
KÄoszÄonetnyilv¶an¶³t¶as
Ez¶uton szeretn¶em megkÄoszÄonni De¶ak Istv¶annak ¶es Kov¶acs Erzs¶ebetnek a
hasznos javaslatait. Szeretn¶em megkÄoszÄonni k¶et ismeretlen lektorom tan¶acsait
is. Szint¶en szeretn¶em megkÄoszÄonni ¶Agoston Andre¶anak ¶es Forg¶o Ferencnek
is a k¶ezirat tÄobbszÄori ¶atolvas¶as¶at. Term¶eszetesen az esetleges hib¶ak¶ert az
eny¶em a felel}oss¶eg.
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CASH FLOW MANAGEMENT WITH GLPK SOFTWARE
In recent years both operational research and quantitative ¯nance have paid much
attention to cash management issues. In this paper we present a cash management
study which is based on real world data and uses a mixed integer linear program-
ming (MILP) model as the main tool. In the paper we compare deterministic
and stochastic approaches. The classical cash management problem is extended
in two ways: we considered the possibility of bank o±ces keeping more than one
currency and also investigated the opportunity of cash transports between bank
o±ces. The MILP problem was solved with glpk (GNU Linear Programming Kit),
a free software. The reader can also get a feel of how to use this solver.
